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IX-3. 


INTRODUZIONE 


Questo Seminario ha come argomento la risolubilità locale nel tempo 


del problema di Cauchy non]ineare 
u"(t) = f(t,u(t),u'(t)), Ostst, 


u(0) = U? u'(0) = U; 
dove VALERIA RARE O<TsÌ, Kato: sono tre spazi di Banach (reali o complessi), 
con to SG Xe U?UI sono dati in Lf e LE rispettivamente. 

Più specificatamente, siamo interessati a dare condizioni sulla f af- 
finché (1) abbia soluzioni u con derivata seconda hòlderiana da [O,T] in X. 

L'idea-base è quella, in analogia al caso del primo ordine, di linea- 
rizzare l'equazione in (1), supponendo la f sufficientemente regolare, e applicare 
poi il teorema dal punto fisso di Banach in un opportuno spazio di funzioni conti- 
nue. 

Un esempio particolarmente interessante di (1), ed ampiamente studiato 


da E. Obrecht, H. Tanabe, ... nel caso lineare, è 


u"(t) + Aju'(t) + AU(t) F{(t,u(t),u'(t)), Ostst, 
(2) 


u(0) = U? u'(0) = U 


con AA, operatori chiusi in X, per cui l'equazione lineare 
(3) u"(t) + Au'(t) + AU) = f(t), Ostst, 


è parabolic , e F agisce da 10,7] x AL: con DIA) [ci o D(A,) G i 
Che (3) sia parabolica, significa che il fascio operatoriale P(z), zeC, 
definito da DIA ODIA) a X, P(z)x = (2°4A HA) x e D(P) = DIA ODIA)» soddi- 
sfa 


IX-4. 
a) Esistono K>0, 80 E ]m/2, nl, tali che 
Y = tzec] |z|aK, |arg z| s e er(P) = 


= Tiinelane risolvente di p=tzet) Ala le 200} 


b) Esiste M>0 tale che 


1 


pia) 2) s Mz|77, papa) 200) sl], |a PA: LIM, 


Wze I. 


Si conoscono, e rimandiamo soprattutto a lavori di E. Obrecht e al 
lavoro [F0], varie condizioni sugli operatori AA affinché P(z) sia parabolico. 
C' è da rilevare, prima di tutto, il seguente risultato di perturbazio 


ne, molto utile nelle applicazioni concrete. 


Proposizione 1. Sia P(z) = 242A HA, parabolico e siano B,»Bo opera- 


tori chiusi in X tali che 


a) DIA) CD)» DIA, 


) c D(B.), 


1 
b) B, è A,-limitato con A,-limite 0 secondo Kato [K], cioè We>0 4C, (e)90 tale 


che 
[B,xÎs elA,xI + c.(e)ixl. [x = fxsx],. xe D(AL)» ded 


sal E |; 
Allora anche P (2) = Z +2(A,+B,) + AtB0 è parabolico. 


Infatti, se xe D(A_)OD(A,) e zep(P), allora 


p_(2)x = (1 + (28 +8 )P(2) 1 )P(2)x. 


1 


Ora, 


|28,P(2) x] s ek. | Ja P(2)] + c,(e)1z1 IP) 


-1 « 
 eMixI + MC,(e)|z1"!]x] = M(e+c,(2)1z1)b], 


| Ph] s ela P(2) 7 k+o_ (e) (2) < 


2 - 
 eMfx] + MC, (e) {217 Td = M(e+c_(e)|2}72)1x] 


Fisso e=1/4M, per esempio.Allora si vede subito che se 


1 


ì 1 
zep(P) e |z|= max{( 2Mc (7) » 12M Cm)» 


allora 
I(28,+8)P(2)"7: 2(0)] s 1/3+1/3 = 2/3, 


e così p_(2)7! = P(2)71(1+(28,48)P(2)1) ha la proprietà richiesta, perché 


«I =<1 


IAStB OP (2): 2001 = IA HB )P(2) 7 (1+(28,48)P(2)0D) 


SMI 318-P(2)7; 200] s 3MH1, 


2001 = Iz(A,#8)P(2) 1428 #8 PA 2001 


Iz(A,+B,)P,(2) 1 
s 3M + 3j2|[B,P(2) 1: 200] s + 1. # 


Mi sembra anche opportuno ricordare almeno due condizioni sugli operato- 


ri AA affinché P(z) sia parabolico. 
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Proposizione 2. Se ApA sono operatori lineari chiusi nello spazio 


di Banach complesso X, -A,. genera un semigruppo analitico e D(A_)9P(A )» allora 


pi 
P(z) è parabolico. 


Proposizione 3. Sia A, il generatore infinitesimale di un semigrup- 
po analitico in X e risulti A, = CA» con -C generatore anch'esso di un semigrup 


po analitico, C essendo anche A,-limitato con A_-limite uguale a 0: 


1 


Ye>0 3C(e)>0: |Cusx| < e|AusX[#C(e)]usx], vue D(A,). 


1 


Allora P(z) è parabolico. 


Dimostrazione. Supponiamo HA); £00]s]2/7, ze, I settore op 
portuno di C, contenuto negli insiemi risolventi di A; e -C. Poiché yzesx,P(z)= 
= «1 
= (2+0)(I-z(z+0) Ic(z+a) 71) (24A,), e 


[C(z+A YI: L(X)] Se [I-2(24A,) 77 1200) HC(e) (244) ; 


1 
-1 
< e(1+M) + MC(e)|z| 5 
il fatto che 
st ipa 
(ac) 20) a Ni, 265, 
assicura 
=" -1 i -1 
|z(2+C) C(z+A,) 3L(X)| < M IC(z+A, ) 3L(X)| £ 
< M'[e(14M)+MC(e){z|7]], zer, vedo . 


Fissiamo e = (am' (14m) È. 
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Allora, se zer e |z|=3MM"c((3M'(14M))7}) = 20° deduciamo facilmente 
che 


2240) ca) 200] s 1/3+1/3 = 2/3 e 


P(2)7} = (HA) 1-2 (+e so). 


I] resto della prova è banale. #£ 
Osservazione 1. Se esistono K>0, 6€(0,1) tali che 
1-0 (o) 
(*) [Cusx| KJAjusx] JusX[", wue D(A,) E D(C), 


allora C è A,-limitato con A,-limite uguale a 0. 
Notiamo che (*) è soddisfatta se e solo se lo spazio d'interpolazione 
E 
reale (D(A,), x .1 c D(C). 
Ora, lo spazio di interpolazione complesso [D(A,) XI, contiene 


>), 1850 A è positivo e ha potenze immaginarie limitate, [D(A)3X];" 


I 
— 


D(AI Si [vedi, per esempio, [Tr]]. 
In tal caso, cioè A, positivo e con potenze immaginarie limitate, la 


(*) è soddisfatta se D(AI) € D(C) per un certo wE(0,1). 


Per esempio, se 9 è un dominio regolare limitato di E, sia 
_ m 2m 
AU = (-A4) u, UEC, (9). 


E' ben noto che A ha una estensione autoaggiunta e definita positiva 


a X= Le (a), con D(A ) = IMORINOR Allora,se mo è un intero con 0<Ka<X1, si ha 


D((-a)M®) - HET (AAT (0), [vedi H, p. 29]. 


Ciò segue da un risultato più generale [LM, p. 117]: 


LES; 
Posto 
Ho" Ca) = {ue HE (a) [Bu = 0 se 99, 0sjsv). 


essendo Bi opportuni operatori differenziali di ordine n dre allora 


2m 2 


[Hp (9Q),L (2)]; = ve 2(1-9Mq), B,v=0 su T= 99, m,<2(1-0)m-1/2) purché 


2(1-6)m # intero + 1/2. 
Ancora più generale è la trattazione che si può trovare in [Tr, pp. 


320-321], dove gli operatori B, sono definiti da 


B.u(x) = È: b, dalla, delsfpccgla 
la|sm, di 


dia E C (99), Osm,<m,<...<m, <em 


e formano un sistema normale. 


Posto Ws>0, l<p<o, 


S S 
H a fel ( 3 nua = ’ » sei 9. 
p,t8,) { p(9) B; /99 = 0 mi<s 1/p} 


se mem e 0€]0,1[ soddisfa 2me # mj+1/p, allora 


p 2m - y2M0 
DL"), "p,18,}/0 "p,(8,) 


Osservazione 2. Se AA soddisfano le condizioni date nelle Proposi- 


zioni 2 e 3, non è restrittivo supporre che A, e Al abbiano inversi limitati e che 

le stime per P(2) 7} valgono in un settore del tipo Rez = sa do MZ]: ap*.o70- In- 
- (at 

fatti, ponendo w(t) = e (a Kt, (t),a,K00 la (3) si trasforma in 


-(atk)t 


(É4a)Au(t)+A, (ta )(t) + Rw(t) = h(t) = e F(t), 


l'dt 


dove X =kK° + KA 4A, A = 2KHA.. 
(o) l'o 1 1 

Torniamo alla equazione non lineare nella (1). 

Vediamo di precisare la regolarità che richiederemo alla f. 

Se gli spazi sono reali, l'ipotesi che f = f(t,u,v) sia derivabile se 
condo Fréchet rispetto ad u e a v non sembra molto onerosa, come può diventare se 
gli spazi fra cui agisce sono complessi. 

Di norma, per evitare l'analiticità di f, supporremo allora gli spazi 
di Banach reali, linearizzeremo l'equazione e considereremo il corrispondente fa- 
scio operatoriale complessificato. 

Per applicare i risultati ottenuti al problema originale, basta osser 
vare, in base alla definizione della complessificazione, che la (3) avrà soluzioni 
a valori sullo spazio (reale) X in corrispondenza a f(t)E X. 

Sia dunque f dotata di 25 (t,u,v) e di 2Et,uyv) per ogni t € [0,T], 


UEY » vEY» operatori limitati da LA a Xe da uf a X, rispettivamente. Poniamo 


af 


af 
au (0 834 av 


1) 5 Ao? (0,u 34) “i A; 


F(t,xy) = f(t,xy) + AX + Ay. 
Allora il problema (1) prende la forma 


u"(t) + A u'(t) + Alt) = F(t,u(t),u'(t)), Ostet, 


u(0) = uo? u'(0) = u;: 


(4) 


Assumiamo che esista $ € CE 10,T;X1 tale che 
è € CIO,T;D(A_I S CIO, T;Y 1» q'E C[O,T3D(A,)] = CIO,T;Y,}, 


6(0) = Up 9'(0)=u,; 9"(0)=F(0,u su, )-A UA u3f(0,u su). 
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Allora (4), a sua volta, diventa, mediante la posizione 


ult) -olt) = v(t), 


vu" (E)FA v' (E)FA VIT) = F(ESV(E)FO(E).v'(t)+9'(1))=e"(t)-Azo(t)-AL 001), 


OstsT, 


cioè 

v"(t)+A.v' (t)+A v(t) = G(t,v(t),v(t)), OstsT, 
(5) al (o) 

v(0) = v'(0) = 0, 
con 


G(t,v(t),v'(t))=F(t.v(t)+o(t).v'(t)+9'(t))+A v(t)+A v'(t)-0"(t). 


Appare dunque chiara l'importanza del seguente teorema di esistenza ed unicità 


per la soluzione del problema lineare 


Bu +ABu+Aus= hh. 
1 (o) 


Teorema 1. Siano AA ,B operatori lineari chiusi nello spazio di 


iL 
Banach complesso E, D(B) = X, tali che 


PNR. dui na 
(A) B P(z) = P(z) B, Rezza, b_IImz]. 70 » 
(B) (8-2) 7%; 2(E)|<c(1+|2})7} Rezsa,-b_|Imz|, O<a <a,, b_> o b 
* Ù i SD 1 : ol’ 0 a; Li 
-1 -2 
(C) P(z) “5 £(E)] < C(1+|z]) —, Rezza db 1 IMZ| si 


IX-11. 
(0) HA): (E) sc, Rez è ab. |Im2]. 


Allora per ogni ge (0,1) e ogni he (E,D(B)), > esiste ue E, unica, tale che 


2 


n 2 5 ù 
B u+A, ButA u = he A U:ABU,B ue (E+D(B)) > Vo Inoltre, u = Sh, con 


S = DI feta) 8-2) az, 
cia" 


y essendo definita come la curva Rez = agcb_lImz], a fanta,» orientata dal bas- 


so verso l'alto. 
Osserviamo esplicitamente che 
Bu = Bsh = — J zP(2)"*(8-2)"%h dz = sh 
2ri 1 
Y 
e A SEL). 


Per trattare il problema (5), prendiamo 


E = Co OsT3Xa O<tST 


D(B) = {uEC3[0,t3X]|u'(0)=0}, (Bu)(t) = u'(t), 
cosicché 
= = È) è 
Va = (ESD(B)) 2 3 Co l0stiX], O<o<1, 


lo spazio delle funzioni hé1deriane di esponente 6 da [0,t] in X, nulle in 0. 
Notiamo che l'operatore B soddisfa (A), (B) sul Teorema 1. Quanto a 


(C) e (D), esse sono le ipotesi di parabolicità per il fascio re SE (o,u 3U;) 
È) 


sd 
x (o,u sù le 
Inoltre, si può supporre che le costanti C in (B), (C), (D) siano 


INDIPENDENTI da te [0,T]. Quindi, 


IX-12. 
IAS (YI sm (indipendente da 1) 
IAS LV sm (indipendente da t). 
Cercheremo una soluzione "regolare" di (5) del tipo 
v(t) = (Sh) (t), 
con h ECOLO,TIX], T piccolo. 
In forza del Teorema 1, tutto si riduce a trovare h€ COTO,TIX], tale 
che 
h(t) = G(t, (Sh)(t), (sjm)(t)), te [0,1]. 


E' allora naturale richiedere alla $ regolarità hòlderiana. 


A questo proposito, è noto [G] che se A è un operatore positivo e 


u € (D(A°)) a, (ED AULE 0O(A)) 
ie 

ge (5D(A°)),,, = ( AujE (K,0(A));,,)» 
Cia 

ue (K3D(A9)), = (9 ZE GIA) 
ar° 


allora esiste una $, tale che ge L®(0,=;D(A3°3)), $ = 0,1,2,3, con 
$(0) si vi (o) (0) là Un» ) (0) “ a 


Ciò facilmente implica che 


IX-13. 
IA L9(t)-9(5)];X] s cIt=s1®, 
IA[9'(t)-6'(s)];x[ sc|t-s|®, 


l6"(t)-9"(s),xsc{t-s|®,wt,s e [0,T]. 


Assumiamo 


2 
= Cc 
A A,» D(AI) Cc DIA)» 


2 


0,0 


Allora, per quanto detto sopra, esiste d:[0,T] + X, #(0)=u, » $'(0)=u,»4'(0)=f(0,u »U)) 
tale che 


A_FEC'TO,T:XI, Ade C°rO,T;X], g"e cOrO,T:X]. 


Tutti questi preliminari servono a preparare il terreno per il paragrafo successivo. 


1. RISOLUBILITA' DEL PROBLEMA (1) E DEL PROBLEMA (2) 


se 


Definizione 1. Una u:[0,T] + X è una soluzione stretta del problema (1) 


———_—_—_—_—_—_—_—_—_—_t° 


u è continua da [0,T] in Io? esiste u' continua da [0,T] in Vi: esiste 


u' continua da [0,T] in X e vale (1). 


Analoga definizione per la soluzione di (2). 


Noi proveremo l'esistenza di una soluzione con anche maggiore regola- 


rità nel tempo. 


A tale fine, avremo bisogno delle seguenti assunzioni sul termine non 
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Jineare f. (Richiamiamo il lavoro di K. Masuda [M], con f analitica, relativamen- 


te al caso deì primo ordine). 


Se T>0 è sufficientemente piccolo, 


of 


I 


af : é 
du (3%: ) a du (8,3% :99) AYA = 


UTAS 


SITI ESP IESPA PEA ZI N EZONZI DIS LIA LILIAN ISIS 


Ost, to5T, x; € Y 0°; (3 Si: dove C è una funzione monotona dei suoi argomen- 
(KI ti, 0<sl. 

af si 

PECE x 9)) - Ptr) 201 20I s CUD 

w . ani . 
[[t,-to] MISSA, + ly} VEFAZILE 

If(t,Xy)- f(t 2939); sx| s cit, sb al 9 tu sto e [0,T], e per ogni Sal yevV: 

| x-u5Y0l sm ly-uj;Y,l < m,essendo m una certa costante positiva. 
Si ha 


Teorema 2. Valgono (H) e (K). Allora il problema (1) ha una soluzione 
stretta u su un intervallo [0,T], T sufficientemente piccolo, tale che 


u" € CO ro,T;X1, essendo 0<g<w, (0<6<1, se w=1). 


Cenno della dimostrazione. 


Posto 


= {heV;> UBI <rì, rm0, 


si considera G(h) wheW, dove G(h)(t) = G(t.(Sh)(t),(S,h)(t)). 
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i E 
Per ogni hj» hy W, 


1 
J (9(£)+(5h9) ()#O1(SM,) (2) -(5h,) (2) 1,9" (4) HS,m,)(©)601(S,h,)(0)-(5,0,)(0)1) 


- FE(0,u,30,)) [(Sh,)(t)-(Sh,)(t)1 + 
- (9(8) (57) 40 15M) (8)-(5h,) (811,9 (84 (n y)(©61(8,h,)(0)(5,9,)(4)1 > 
° ay (0, 56, )11(S,h,)(t)-(5,h,) (8) do. 

Poiché [A_C#(t)-6(0)13X] s Ct°, IA, L0'(t)-9'(0)1;x| s ct9, 

IA S$£(Y,)1 sm, (indipendente da 1[0,7)) 


SpA I sm (indipendente da te [0,T]), 


sup JA (Sh)(t);x| smrT®, sup LA (SM) (t); xl s mirto, 
ostst © si OstsT 


se ne deduce che 


IA 


sup JG(h,)(t)-G(h,)(t):x| < C(T.r)T9c]A S(h,-hp)5C010,T;X1] + 
OstsT hi si 


C) 
+ A, Sj(hj-hp); CO:T5XI} . 


Nello stesso modo si stima 


IX-16. 
[(h,) ()-G(h,)(t)-G(h}(s)+6(h,)(5);X1 


< C'(T,r)T*]h cOro,T:XI] 


1023 


re si con- 


clude che G è una centrazione da W in COTO,T:XI. Fissiamo dunque un tale T. Sia 
Ih;vlsr. Si ha 


Poiché si può supporre C'(T,r) e C(T,r) s M(r), se T° è scelto < 


IA 


|G(h)scOro,T:X1] < [G(h)-G(0);v 


IA 
I 
3 
+ 
== 
D 
pae 
(©) 
_ 
we 
< 
IA 
3 
“ 


purché r = 2[G(0), OUCPLELSÌ, 


Ora, G(0)(t)=Ff(t,0(t),0'(t)-6"(t), e così 
|G(O)(t,)-G(0)(t,)5XI=1F(t,39(t,):6'(t))-f(t7,9(t,),0'(t,))-0"(t,) + 0"(t,);x] £ 
SIF(ts0(t,)30'(t,))-f(ty26(t,),0'(t,))5XIHIf(t,39(t,),0'(t,))-f(ta30(t7),0'(t,)); lt 


+ Ko"(t,) - o"(to)iXl s elt,t,l" + 


1 
1 of 
+ If EE sot, )to16(t)-6(t,)1, 0'(t,)+0[6'(t,)-6'(t,)1)[9(t,)-é(t)] + 
(0) 
+ PEA t,, 6(t7)t0[9(t,)-9(t,)1,9'(t,)to 10" (t,)-9'(t,))C9'(t,)-0' (t2)1}do;x] + 


+ Lo"(t_)-0"(t);Xf . 


Utilizzando le ipotesi su f si riconosce che esiste K>0 tale che 


IX-17. 
G G ps < - 8 
e così G(0)E CALO, T;X1. 


Veniamo al problema (2). 
Sia f una funzione soddisfacente le ipotesi (K). Questa volta gli ope 
ratori Ag: A; sono dati indipendentemente da f. 


Assumiamo 
of 1-0 È) 
i . . . (SI 
IIS ISA RI Poi COTIETTTOLELI s CIG Rex, x D(A ) 
of È HE TRE 
(oppure du 0334) ) è A limitato con A limite uguale a 0) 


(L) 
af : «xy: x! 
D(A)EY, Ni evi CETTRETTPONZZI s CIA, Y5XÎ Iysx| 9 yED(A.), 


of 9 it TRE 
(oppure ay (Ou 347) è A; limitato con A,-limite uguale a 0). 


Chiaramente a e fi devono essere immersi in Mi 


L'equazione (2) viene scritta 


ot) = F(t.ult).u'lt)) » Aju'(t) - Aut). 


Si prenda 


f(t,u,v) S F(t,u,v) - A 


1” - AU» 


, of 9F 
ILHS; e SE _ 
cosicché VUED(A,)» Yv D(A,) esistono au touav) au tsuav) Ao: 


af E 
ayltsuav) = ayltouav) A 


Valgono inoltre le (K), con o Y sostituiti da D(A) e DA); rispet 
tivamente. 


Ciò detto, si ha 


IX-18. 


Teorema 3. Supponiamo che F soddisfi (K) (F al posto di f), valga (L) 


e il fascio HAHA, sia parabolico. Posto 


bi 
I] 


F 
(0,u, 3U ), 


1 


risulti, D((A,-A,)" 2)cD(A); (ALA) fu € (,D(A )) ss (Ag-A ue 04,0(A,)) 


2; 1 


1 0,0 


-A ug (X,D(A.)) 


FU pil si Ad ASS VA pia) 


Atlora (2) ha una soluzione stretta locale u tale che u"e CO rO,T:X1, 


O<o<w (0<0<1, se w=1). 


2. APPLICAZIONI 


Applicazione 1 
Sia a un insieme aperto limitato di R", la cui frontiera 39 è regolare 


(nel senso di [S, p. 143]) Sia 


|a|<2m 


un operatore uniformemente fortemente ellittico soddisfacente la condizione delle 
radici, gli a, essendo funzioni continue su a, a valori reali. 


C(S) denota lo spazio delle funzioni continue su 2; poniamo 


D(A) = {ueC(3), con AUEC(d), MOTSIRIO ), 


pfu = 0 su 89, Os|gj<m}, Au = A(x,D)u, ue D(A), 


essendo q>n e con la ben nota definizione di ume 9 (7 ). Allora -A è il generatore 
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infinitesimale di un semigruppo analitico in C(à), a dominio non denso [S, p. 152] 
e vale la stima 


Jusccal + 2° 12|7181/20 po84; ca) « 
o<|8|<2m 


-1 = 
s (Miz] “)I(A+z)u; c(a)f , 
WZzEC, Iz]za 30 # |arg z| S n/2 + 8, 60. 
Notiamo che se 


c_(9) = {ue C(2), u=0 su 399), 


" 


DA) {ue D(A), Aue Cl}. ALU = Au, VuED, (A, 


allora “Aa genera un semigruppo analitico limitato in c(9). Per quanto ci concer 


ne, non è restrittivo supporre Ao 0 


Dalla stima sopra richiamata segue che 


LeL el 
Bc “e 2m) - 2m - 
[D"u;c(a)| s M |z] lAu;C(2)] + Mjz| “Ju; c(2)] 
e quindi, scegliendo M|z| =£>0, si deduce che 


IDfus c(A)] s elAus C(3)] + c(e)Ju; c(A)I, 
vue D(A), 0<g<2m. 


Ciò implica che un operatore differenziale di ordine <2m e a coefficienti continui 
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su £ definisce un operatore A-limitato, con A-limite 0. 


Sia B = LL bp", xe î, un altro operatore differenziale su 9, 
|p|s2k 


avente proprietà analoghe a quelle di A, cioè 


D(B)= tueC(à); BueC(a), ue it 3), fu = 0 su 29, Os|g|<k}, 


con qò>n e, in più, k<m. 
Sia, infine, $ una funzione di classe cl!) da [O,T] x RxR în R, tale 


che 


; dd ee: - seo a , 
i) ETA Sa eb TR RA SCX] %gaYpoY9) Citta] rat)» 


: : . - 9 
in . > (i E) . 9 9 
dove 0<ws1 x; Re C(x, LLTAZI Ya) è crescente nei suoi argomenti, e 35, 


per 2 = 1,2, denota la derivata rispetto alla seconda (terza) variabile; 


ii) Esistono c.>0, L>O sufficientemente grande, tali che 


wW 
cit, -t,] s 


HA 


lg(t,Xy) - d(t,,%y)| 


Il 
rm 


per ogni t,.t,€ r0,t1, |x|.ly] 


Non è restrittivo, essendo interessati a soluzioni locali, supporre tant. 


Consideriamo la funzione f definita da 
f(t,u,v)(x) = é(t,(BA)u(x), (Av)(x)), te [0,T], uE D(BA), veD(A). 


Dalle espressioni 


IX-21. 


f(t,uth,v)(x) - f(t.,u,v)(x) = 


1 
- f 3 #(t, (BAU) (x)+0(BAh)(x), (Av)(x))do= 
(o) 


1 
- f er 6(t (BAU) (x) +0 (BAN) (x), (Av)(x))(BAn)(x)do, 
(o) 1 


f(t,uth,v)(x)-f(t,u,v)(x)- =” $(t,(BAU)(x),(Av)(x))(BAh)(x) = 
1 


1 
= {6 e(%, (AU) (x) +0(BAN) (x) (AV) (x))- 378 (t» (BAU) (x), (Av) (x}}} (BAN) (x)do, 
0 1 1 


poiché 


I(BAh)(x)| < Cost[h; D(BA)| 


d ' _ 9 u 1_4n]® tn E 
DA s(t 3x9) ptt »XosYo)| s C(K)r]t'-t"| +4, xo +1y] Ya) 
su ogni compatto Kc [O,T]x RxR, segue che 


sup|f(t,u+th,v)(x)-f(t,u,v)(x)- FET(ts(BAYU(x) (Av) (x)) (BAN) (x)| £ 
x 1 


s Cost sup | (BAN) (x) |? < Cost [h30(8A){f. 
Xx 


Così 


IX-22. 
{ (rt: u v)h](x) = Mm (t X.,U v) (BAn)(x) 
9 > 3 a > 3 ® 7 , 3 


m(t,xu,v) = 7 6 (t,(BAU)(x), (AV) (x). 


dE, 
Analogamente, 
2Î (tu, v)K](x) = m, (t,x3usv) (AK) (x) 
Bri susv}k]j(x} 5 m skalsV x), 
m, (t,x3U>v) = 2 g(t,(BAU)(x), (Av)(x)}). 
dE, 


In particolare, 


Cha n 
em CATAA, K_BA» 


af 
Oo) 1 


" 
ras 
bi 


dove Ko? K. sono, rispettivamente, gli operatori di moltiplicazione per 


l 
K_(%) = m_ (05x33) = 35 $(0, (BAU) (x), (Av) (x)) 

e per 

K (0) = m_ (Oxs evo) = pe SCO (BAU) 0) (AVA) 

ug D(BA), ua D(A). 


Inoltre, se 


(BA) tu-u_150(2)] <m, lArv-v]: c(a)| sm, 


allora 


IX-23. 
I(BA)u;cC(Q)fsm+ I(BA)5C(9)], 
lAv:c(Q)| sm + [Av 30(9)> 


implicano, in forza della ii), che la terza condizione nella ipotesi K) è soddi- 
sfatta. 

Ciò esaurisce la discussione sulla non linearità. 

Resta da esaminare condizioni per la parabolicità del fascio 


2° - ZK.A - K BA. 
1 (o) 


Sia H; = Kia i = 0,1. Formalmente 
2425. AHI BA = (244 BHE) (1-2(2+H BH7D)"%y BH”. (244.A)"1)(24H.A) 
L' 0 O 1 o 1 o 1 1 i te 
Inoltre, 


-l 


1 +z)u= f 


(HBH 


an» . 3 ii colo 
è risolubile con u = H, (z+H7 HB) H, F. 


HA è l'operatore, di dominio D(A), 
(HAu)(x) = =kj(X) (AU) (x) 


e così, se ky (x) è sufficientemente regolare e m_ (0 ,xzu (x) av (8) < -e<0, allora 
HA genera un semigruppo analitico in C(9). 
Analogamente, poiché H;°4 8 è definito mediante 


1 


CH} H_ BU) (x) = m (su, (x), (x))m (05x06) (x))"? 


(Bu)(x),ue D(B), 


dn A -1 $i 
la condizione m (Ou av 0) -e]C0 assicura che -H HB: e quindi anche 


IX-24. 


-H,B87), generano semigruppi analitici in C(9). 
Poiché k<m, sappiamo che We>0 3C(e)>0 tale che 


[Bu:C(9)] < ef Au;C(a)J+C(e)]usC(2)], ue D(A). 


Facciamo l'ulteriore ipotesi: 


iii) L'operatore di moltiplicazione K muta D(A) in sé. 


Dalla iii) segue che 


JAu3C(9)] e JAH usC(9)] , uED(A), 


sono norme ‘equivalenti su D(A), perché, da una parte 


JAH usC(9)] < AH, 5 L(D(A);C(2)] jusD(A)|, 


e dall'altra, D(A) è completo rispetto alla norma | u]l = JAH] u; c(a)|, perché AH, 
è chiuso. 

Così, sotto l'ipotesi iii), We>0 3C(e)>0 tale che 

[Bu;c(9)| < c|AH, uzC(2)] + C(e)fu; C(2)], ue D(AH,) 
e pertanto 


[BH] (244,4) Le. cla 2)| < elA(z+H JI le.c(à Q)| + 


+ c'(e)I(z4H,A) 11; c(2)] s (scrivendo A = H7 IA) 


cel; ca + c'e; I. 


IA 


Fissando prima e sufficientemente piccolo e prendendo poi |z| grande, si deduce 


IX-25. 


che il fascio 2°-2K,A - KA è parabolico. Naturalmente, se non volessimo l'ipo- 
tesi iii), basterebbe assumere, ipotesi peraltro non troppo restrittiva, che B 
sia AH -limitato, con AH -limite uguale a 0. 


Si ha così: 


TEOREMA 4. Siano A,B operatori differenziali come sopra e valgano 


le ipotesi i), ii) su $ e la iii). Allora il problema 


2 

—p(t,x) = slt,(BAU)(t,x), (A 2U)(t,x)), Ostst, xe, 
dt 

u(0,x) = u_ (x), xE9, 

22(0,x) = v(*), xeno, 


x + (BAU)(t,x)EC(A), 
OstsT, 


x + (A SE) (t,x) € C(È), 


D'u(t,x) = D*Gu(t,x) =0° su 99, [a|Km 


DÉC(AU)(t,x)) = 0 su 29, [g|<k, 
af 0 - 
ha una soluzione stretta locale tale che t + e (te C-[0;T:0(2)], 
O<o<w<1 (0<6<l,se w=1) purché = 


A°u€ (C(8), D(A)), > Av3€ (C(È), D(A)) 


0,0 


x + $(0,(BAU)(x), (Av_)(x)) €(C(à), D(A)) 


Q,0° 


Ricordiamo che gli spazi (C(9), D(A)), » SONO Stati caratterizzati in vari casi 
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concreti di operatori ellittici, da numerosi autori, come A. Lunardi, P. Acqui 


stapace e B. Terreni e altri. 


Applicazione 2 
Sia 9a un dominio limitato di R", con frontiera regolare 99. Studiere- 


mo il problema in LP(q), I<n<p<+o: 


2 
k 
2 u(t,x)+ A. (xD) Lu(t,x)+ A_(,D)u(t,x) = @(t,u(t,x),...,DU(t,x) (tx) E (t 
ati pi et (o) dtÌ dt 
h au a plel 
vas D' (tx))0cb<T, xd, DE —_—____-= |a] = a, +... ta, 
at cd] an 1 n 
OX to0000X 


u(0,x) = ul)» xe N 


2 u(0,x) = u (x), xe9, 


at A 
B,(y3D)u(t,y) 50, Ustert, pes i Lacagli; 


C,(y,D)A, (y,D)u(t,y) = 0, OstsT, yE99, i = 1,...,8, 


1 


B,(y,D) ILL, = 0, Ostet, y€29, j = 1,....M; 


si assume che il sistema (A, (xD) ;(B;(yD)}, 3 =1,...,M), ordine A (xD) = 2m, 


soddisfa le ipotesi in [T, pp. 77 sgg.]» A_(x:0) = C(x,D)A, (xD) + Q(x,D), dove 


(-C(x,D), {C.(yD)}, i = 1,...,S) è un sistema ellittico analogo, con ordine 
C(x,D) = 2s<2m e Q(x,D) è un operatore differenziale di ordine <2(mts). 


Richiediamo, anche, e quanto segue motiverà questa assunzione, che 


IX-27. 


B;(y:D)u(y)=0, yE99, j=l,...,m, implica Cc; (y3D)u(y)=0, yeEe99, i=1,...,5 


ue w">P(g). 


Concretamente, A (xD) e C(x,D) vanno presi molto semplici e poi e- 


ventualmente perturbati con operatori differenziali di ordine inferiore. 


In base al Lemma 3.8.1 di [T, p. 83] (vedi anche il Lemma 1.2.1 del 
lo stesso), si ha 


2m-j 
2m 


[z| RETI L(A,0D)+2)u;1P(0)], j=0,1,...,2m-1 


Poiché non è restrittivo supporre A, invertibile, si deduce facilmente che 
IcustP(0)] < ela just (a)| + C(e)fustP(a)], ue D(A,), Ve. 
Ovviamente, se si suppongono i coefficienti regolari, 
D(A,) = {ue u2P>P(0); B;(y:D)u(y) = 0, y€992, j = 1,...,m}, 
D(AT) = {ue HAM. (0); B;(y,D)u(y)=0, B_(y,D)A, (y:D)u(y)= 0, ye29, j=1,...,m} 
DA) = tueW?"P(q); B,(y:D)u(y)=0, yea9, j=L...m, A,(*,D)u(-)e WS*P(0), 


C;(y,D) A (y3D)u(y) =0, i=1,...,S} 


Pertanto, D(AÎ) Cc DIA). 


Osservazione. Notiamo che (LP(9), DIA), 3 (LP(a), DA); ur 
= - n (9) se 2me-1/p # Mia, essendo gli indici che compaiono nella definizio 
219 j 


ne di sistema normale, ed anche rLP(a), D(A )]; = % 3(9)» con la stessa restri 
dl 
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zione. Quindi H299 (a)c (LP(2),D(A.)). — [vedi [Tr, p. 321]]. 
p3{B,) 1° 6,0 


Passiamo al termine non lineare è. Sia $ regolare, per esempio, cl); 


posto 
F(t,u,v)(x) = o(tsu(x) ce sDu(x), v(x) 0-30" v(x)), 


e procedendo come in [FP], mediante il Teorema di immersione di Sobolev, riconoscia 


mo che per ogni R>0 esiste C(R)>0 tale che 


k+1 


) 28 Cena, ov) LUETP(G), LPCODII 


9F,., 
lau (t'aupov 9 


1 
s C(R)t]t'-t"] + Ju,-u,; uf*1>P(0)f + AROETMBAACIIE 


9F h+1 


fee (tu 9V )- 2E (t",u,,v,) 5204 


av 1 dv Pla), LP(0))I « 


s COR) {Jt'-t"| + TRE MM OTE IPETAETMISA COTE 


con Ost'.,t"<T piccolo, pu; 44. (0), 1v;s0"*1*P()] soR, iS12. 


Inoltre, 


|F(t,susv) - F(tysu,v); L°(0)1P = 


I |0(t,30(x);...3D U() 9 (x) 3-3 D VII) DU) (4) 30 v(x)) [Pax 


Q 


t 
1 
J Il = (ssu(x) e DEU) (x). Dv (x))ds Pax clt,-t,l» 
t 
2 


gu 


pus) pvt P(a)]  R, 
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sempre servendoci del Teorema di immersione. 


Poiché 


(ERE (0, su, )1h)(x) = de (O (x) eat (x) 1 (x) 0 (IC) + 


"n. (Ou 0%) 00 Dl (x) (x), +0" (4))ON() + 


+ 2° (0,u_(x) greci sptu_ 08) su (x) ,p"u, (x))D* (4), 


dE, 
e analogamente per 2 (0,0 34, )» la condizione k<2(mts), h<2m assicura la (L). Det 
ti À, gli operatori del fascio perturbato, sia D(AÈ) E DK) = DAL)» 


Restano da leggere le condizioni sui dati iniziali. 
In base alla precedente osservazione, se 20m - o # Dis j= l,...,me 


-_ 23F 
An = avl0»U34))» 


basterà assumere che 


(ALA) fu» (ALA JU,» n (Og (8) sea DU (4) (x). (4))-A, (4,0) (x)- 
- AC D)u (x) 


2em 8a geom (a). 


appartengono a "p,(8,2(0) p:9, (8, 


Per esempi di nonlinearità differenziabili del tipo precedente, riman 


diamo a [P], pp. 179 e sgg. 
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